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RESUMEN

En el estudio del céalculo diferencial e integral y especialmente en el analisis real, las
derivadas de Dini son una clase de generalizacion de derivadas, introducidas por Ulisse Dini (1845
—1918), para estudiar las funciones continuas que no son diferenciables. En este trabajo se presenta
la definicion de las cuatro derivadas de Dini y se establecen sus propiedades mas importantes.
También se caracterizan las funciones monoétonas a través del signo de las cuatro derivadas de Dini
de estas funciones y se prueba que el conjunto de los puntos donde la funcién no es diferenciable

tiene medida cero. Finalmente, se presenta una version del teorema fundamental del célculo, pero

ahora usando la derivada de Dini D" f(x).

Palabras clave: Continuidad, diferenciabilidad, derivadas de Dini, funciones mondétonas,

conjunto nulo.
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DINI DERIVATIRE AND THE FUNDAMENTAL THEOREM OF CALCULUS
ABSTRACT

In the study of differential and integral calculus and especially in real analysis, Dini
derivatives are a type of generalization of derivatives, introduced by Ulisse Dini (1845 — 1918), to
study continuous functions that are not differentiable. In this work, the definition of the four Dini
derivatives is presented and their most important properties are given. Monotone functions are also
characterized by the sign of their four Dini derivatives and it is proved that the set of points where
the function is not differentiable has measure zero. Finally, a version of the fundamental theorem

of calculus is presented, but now using the Dini derivative D),

Keywords: continuity, differentability, Dini Derivatives, null set, the fundamental theorem

of calculus

INTRODUCCION

La relevancia historica del teorema fundamental del calculo diferencial e integral es la
constancia que los procesos de derivacion e integracion, distintos en apariencia, estan estrechamente
relacionados (Dunham, 2018), (Edward, 1994). Ademas, es una herramienta poderosa que permite
recobrar una funcion continuamente diferenciable a través de la integral indefinida de su derivada,
o sea que se tienen las formulas (Bartle, 2011), (Gordon, 2002), (Folland, 2007)

F0)-f@)=[ f(x)dx

%(Jj f(x)a’x) = f(x), xe [a,b]

En este articulo se presentan las cuatro derivadas de Dini de una funcion y se enuncian
las propiedades mas sobresalientes, especialmente cuando la funcidén es monétona. También se
desarrollan unos ejemplos, donde se visualiza la relacion que existe entre estas cuatro derivadas.
Finalmente se presenta una version del teorema fundamental del calculo diferencial e integral, pero

ahora usando una de las derivadas de Dini.

METODOLOGIA

El Teorema Fundamental del Calculo es el teorema mas importante de la teoria del calculo
diferencial e integral, ya que establece una conexion entre las dos ramas del calculo: el calculo
diferencial (calculo de tangentes) y el calculo integral (calculo de cuadraturas); indicando que, de
cierta manera, los procesos de diferenciacion e integracion son inversos. Una consecuencia directa

de este teorema es el segundo teorema fundamental del calculo o regla de Barrow, que permite
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calcular la integral definida de una funcion utilizando la primitiva de la funcion integrando; es

decir, si f: [a,b] — [ es una funcion con derivada continua en [a,b] , entonces
Ibf’(x)dx = f(b)- f(a) (formula de Barrow).

Sin embargo, si f es solamente diferenciable en [a,b], entonces no se puede asegurar que

la funcion derivada f” sea Riemann integrable en [a,b] y, por lo tanto, la férmula de Barrow no

tendria sentido.

Con el objetivo de darle significado al teorema fundamental del calculo en la teoria de
integracion de Riemann, se ha seguido la siguiente metodologia. Primeramente, se extiende el
concepto de derivada, definiendo las cuatro derivadas de Dini. Se enuncian las propiedades mas

sobresalientes, especialmente cuando la funcion es mondtona. También se prueba que las cuatro

derivadas de Dini D" f(x), D, f(x), D™ f(x)y D_f(x)siempre existen en [] ¥=[] U {—oo, oo} .

Se prueba que si f :[a,b] — U es una funciéon mondtona y continua en [a,b], entonces
D f(x)<D,f(x) en [a,b] , excepto posiblemente en un conjunto de medida cero. Finalmente,

se prueba que si f:[J —[] es una funcidén continua con |D+ f (x)| <oopara todo x €] , entonces

|| D rwacs f)-r@< [ D e

para cada intervalo [a,b] de [y, se deduce que si D' f(x)es Riemann integrable en todo

intervalo [a,b] de [I , entonces

[ D" r()dx = f(B)- f (@)

Obteniendo asi, una version generalizada de la formula de Barrow.

PRELIMINARES
Sea Acll, x, un punto de acumulacion de Ay f: A4 —[] una funcién. Para cada ¢ >0
denote:
M, (f,x,)= sup{f(x):xe (x,—&,x,+&)NA,x# xo}
y

mg(f,x0)=inf{f(x):xe(xo—8,x0+5)mA,x¢x0}
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Note que st 0< ¢, < ¢,, entonces

m, (f,xO)ngz (flaxo) y Mgl (f,XO)SMgz (fvxo)

Definicion 1: El limite superior de f cuando x tiende a x, se denota por limsup f(x) y se

X=X

define por
limsup f(x) =inf {M_(f,x,):£>0} .

)C—)X(]

De igual manera, el limite inferior de f* cuando x tiende a x, se denota por liminf f(x) y
X—))CO
se define por

liminf f(x)=sup{m, (f,x,):&>0}.

X*)XO

Estos limites siempre estan definidos en [ * =[] u{—OO,OO} ; ademas,
Ejemplo 1: Sea f:[1 — [J la funcién definida por

2, six=0

f(x)=<1 , sixell ,x#0
0 ,sixel -0

Tome x, =0, entonces para todo & > 0 se tiene que
m,(f,00=0y M_(f,0)=1.

Por lo tanto,
limiglff(x) =0y limsup f(x)=1.
x—= x—0
Propiedades:
1. Si ¢ <liminf f(x), entonces existe un &, >0 tal que para todo ¢ < g, se tiene que

o t<m, (f,%,)<m,(f,x,)<liminf f(x)

2.8i ¢ >limsup f(x) , entonces existe un , >0 tal que para todo ¢ < g,, se tiene que
o limsup £ (x) <M, (f,x) <M, (f,x,) <t

X=X
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3. Si 0<¢ <, entonces
i) hmmf (¢f (0) = chmlnf f(x)

ii) lims sup (cf(x))=c lim¢ sup f(x)

X—)X(] X—)XO

4.S1 —0<c¢<0 ,entonces
i) hm 1nf (¢f (x)) = climsup £ (x)
ii) lims sup(cf(x))=c fiminf £(x)

X—)XO

5. lim f(x)=k el *, siy solo si, hmmff(x) =limsup f(x)=k

X—>Xg X=X

6. Sea k €[] *. Entonces, lim f(x) =k siy solo si

llmlnf f(x)=k y limsup f(x)<k .

)

Denote

m, (f,x0)=inf{f(x):xe(x0 —8,x)mA}
M, (f,x0)=sup{f(x):xe(xo —g,x)mA}
m," (f,x,)=inf{ f(x):x€(x,,x,+&)N 4]
M, (f.x,)=sup{f(x):x & (x,,x,+&) N A]

Definicion 2: El limite inferior por la izquierda de f* cuando x tiende a x, se denota por
liminf f(x) y se define por
' liminf /(x) =sup{m, (f,x,):&>0}.

X—>Xg

El limite superior por la izquierda de f cuando x tiende a x, se denota por limsup f(x) y

X—> X0

se define por
limsup f(x) =inf {M, (f,x,): &> 0}

X=Xy
De igual manera se definen los limites por la derecha

liminf f(x)=sup{m,"(f.x,):& >0}

limsup f(x) =inf {M,"(f,x,): &> 0}.

ot
A—)AO
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Recuerde que el limite por la izquierda de f* en x, se denota por f(x—) y se define por

S (=)= lim f(x)=lim f(x).

X <)(0

De igual manera, el limite por la derecha de f en x, se denota por f(x+) y se define por

[ 4) = lim f(x) = lim f(x).

X >XO

De las propiedades de los limites inferiores y superiores se tiene que:
f(x,—)=kell *,siysolosi, liminf f(x)=limsup f(x)=k.

X—>Xg xoxg

f(x,+)=kel * ,siysolosi, 11m1nff(x)—11msupf(x) k.

x—oxy" xoxg"

Por otro lado, si 7/ es un intervalo de U, x,e/ y f:I—10 es una funcién, monotona,

entonces:

* Si x, no es el extremo inferior de 7, entonces f(x,—) existe.

* Si x, no es el extremo superior de 7, entonces f(x,+) existe.

Mas atn, si f es creciente (decreciente), entonces f(x,—)< f(x,) vy f(x))=< f(x,+)

(respectivamente, f(x,—)= f(x,) y f(x,)= f(x,+) ), si los términos estan definidos.

Propiedades: Sean f, , f, funciones definidas en un conjunto 4 y x, un punto de

acumulacion de 4. Si las correspondientes operaciones estdn definidas, entonces se tiene que
(Bartle, 2011), (Gordon, 2002), (Natanson, 2016):

1. limsup( £,(x)+ f,(x)) < limsup f,(x) +limsup f,(x) .

XX, XX, XX,

2. liminf (f,(x) + /,(x)) > liminf £,(x)+ liminf £,(x) .

3. limsup(f,(x)+ £,(x)) 2 limsup £,(x) +liminf /,(x) .

4. ligi;f( fi(0)+ £(x)) < llr:liolf £.(x)+limsup f,(x) .

5. hmsilp(ﬁ(m—mx)) 1msupf<x>—1u:$fﬂ(x> .

6. lirx;sx:lp( fi(0) - fo(x) 21 1:1:;:11) fi(x)~limsup f,(x) 2 liminf (£, (x) = £,(x)) -
7. ligi;f( fi(0) - fo(x))2 hr;_:;f fi(x)- 111;_:)1p flx) .

8. lil;IlixI;f( A= £,()) <liminf f(x)—hrxr:rolf f,(x) <limsup (£, (x) - £, (x))

X=X
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9. Suponga que lim f,(x) existe, entonces
X*)XO

limsup( f,(x)+ f, (x)) =limsup f,(x)+ 11_>r£1 f(x)

X—)XU X—)XO

liminf ( Ji(x)+ £, (x)) = lil,ll inf £ (x)+ li_)m £, (x)

Definicion 3: Sea x, € 4 un punto de acumulaciony f: 4 — [J una funcion.
i. f essemicontinua inferiormente en x, si liminf f(x)> f(x,) .
X‘)XO

ii. f es semicontinua superiormente en x, si limsup f(x) < f(x,) -

X=X

Noteque f escontinuaen x, siysolosi f es semicontinuainferiormentey superiormenteen Xx,,.

Definicion 4: Sea A un subconjunto de [J . 4 es un conjunto nulo o tiene medida cero y se

denota por m(A4) =0, si para todo ¢ > 0 existe una sucesion de intervalos abiertos {In }:Ozl tal que
Acul,y ;z(zn)«e

donde ¢(1,)es la longitud del intervalo 7 . El Valorz ((1,) es llamado la longitud total de

los intervalos /,,1,...; sin el requerimiento que estos intervalos sean disjuntos dos a dos.

Propiedades

1. Si4 es un conjunto enumerable (finito o infinito), entoncesm(A4)=0. En particular,
m(1)=0.

2.81 Ac By m(B)=0, entonces m(A)=0.

3.51 4= ;An y m(4,)=0 para todo , entonces m(A4)=0.
(Natanson, 2016), (Orchinnikov, 2013).

Definicion 5: SeaAcl y f: A — [ una funcion.

1. f es continua casi en todo punto (c.t.p) en A4 si
m({x € A: fes discontinua en x}) =0.

ii. f es diferenciable c.t.p de 4 si m({xeA: fno es diferenciable en x})=0

iii. En general, sea 4 c[] . Si para algunos de los elementos de 4 un enunciado P(x) es

definido, entonces se dice que P se satisface casi en todas partes en 4, si el conjunto de todos

ORATORES ISSN Impreso: 2410-8928 ISSN Electrénico: L-2644-3988. Numero 18. Junio - Noviembre 2023



46

La derivada de Dini y el teorema fundamental del calculo
Angela Yaneth Franco - Temistocles Zeballos Mitre (39:59)

los puntos x € 4 para los cuales P(x) no estd definido o es falso tiene medida cero. Se usara c.t.p

como una abreviatura para “casi en todas partes”

Teorema 1: Sea f :[J — [ una funcién mondtona, entonces

Disc(f) = {x ell : fes discontinua en x} es a lo sumo enumerable.

Teorema 2: Sea f:[] —[J una funcion diferenciable, entonces

cont(f') = {x ell / f' es continua en x} esdensoen [J .

Teorema 3: (Criterio de Integrabilidad de Lebesgue): Sea f: [a,b] — [J una funcidn acotada.
f es Riemann integrable en [a,b]siy solo si m({x €[a,b]: f es discontinua en x}) =0.

LAS DERIVADAS DE DINI
En lo que sigue se introducen varios conceptos de derivabilidad.

Definicién 6: Sea f :[a,b] — U una funcion y x, € [a,b].

1. La derivada superior de f en x,se denota por D /' (x,) y se define por

NACIRPACY)
X

_xo

Df(x,) =limsup

x—>x0

ii. La derivada inferior de f en x,se denota por Df(x,)y se define por

Df(x))= liminfM

X=X X — xO

Note que estos dos limites siempre existen en [] *=[] U {—oo,oo} , pero ellos no siempre son
iguales. De hecho, D f(x,)=Df(x,)=kell siysolosi fes diferenciable en x, y, en este caso
S(x)=k.

Definicion 7: (Derivadas de Dini): Sea f :[a,b] — [ una funciény x, €[a,b].
1. Si x, <b, entonces:
a) La derivada superior derecha (de Dini) de f en x, se define por

S - 1(x)
X

_xo

D" f(x,) =limsup

x—>x,"
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b) La derivada inferior derecha de f en x, se define por

e SO ()

xxy" X=X,

D, f(x,)

ii. Si x, >a entonces:
b

a) La derivada superior izquierda de fen x, se define por

D™ f(x,) =limsup

X=X

VACIRNACY)
X

_xo

b) La derivada inferior izquierda de f en x, se define por

D f(x,)= liminf L) =/ (%)
x—>xp X — XO
iii. Si x, <b y D' f(x,) =D, f(x,), a este valor comun se le llama la derivada por la derecha
de fen x, y se denota por f’(x,+); o sea,
7(x,+) = limsup LSO _ gy SO 00) gy
P X=X, x5 X=X,
iv.Si x,>ay D f(x,)=D_f(x,),aeste valor comun se le llama la derivada por la izquierda
de fen x, y se denota por f'(x,—); o sea,

£ty = limsup LD C0) g SO =S G)

Xy X=X, xox” X=X,

Las cuatro derivadas D' f(x,), D, f(x,), D" f(x,) y D f(x,) se llaman las derivadas de

Dini de f en x, y, siempre existen en [ *=[] U{-ow,00}.

Note que fes derivable en x,si y solo si f'(x,—)=f"(x,+) €l ; es decir, si las cuatro
derivadas de Dini de f en x, son iguales y finitas. Este valor comun es igual a f'(x,) . Ademas, si

X, € (a,b),entonces
D f(x)<D f(x,)<D f(x,)<Df(x,)

D f(x,)<D_f(x,) <D f(x,)<Df (x,)
Df(x,)=sup{D" f(x,).D" f(x,)}
D f(x,)=inf{D, f(x,),D_f(x,)}
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Ejemplo 2: Sea f :[] — [J la funcidn definida por

|2x| , si xell

f(x):{|3x| ,si xell =0

entonces

J®-fO) _ [

x—0 X

Por lo tanto,

D f(0)=3, D,f(0)=2, D" f(0)=-2, D_f(0)=-3 .

Por otro lado, como

S - _(f(x))-2
x—1 (x-1)

Se tiene que

D' f()=oo, D f()=2, D"f()=2, D_f(I)=—oo .

Por lo tanto,

Df(0)=3, D f(0)==3; Df(l)=o0, D f(l)=—o0 .

Observe que si f:[] —[] esuna funcidony k €[] , entonces
i. Si D" f(x,) >k, entonces para todo ¢ >0 existe un 0 < / < ¢ tal que

fOo+h=1G)
) .

ii. St D_f(x,) <k, entonces para todo ¢ >0 existeun 0 < s < ¢ tal que

S(x)— f(x,—h) <k.
h

Ejemplo 3: Sea f:[1 —[J la funcién definida por

xsenl xz0
f(x)= x
0 ,x=0
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Entonces

SO _ 1 V@O

x—0 X x—0 X

1
sen—
X

Por lo tanto,

D' f(0)=1, D,f(0)=-1, D" f(0)=1, D_f(0)=-1

D*|f|(0)=1, D,|f|(0)=0, D7|£](0)=0, D_|f](0)=~1
Ejemplo 4: Sea f:[1 —[J la funcién de Dirichlet definida por

si xell

— 1 ?
J)=1,

,st xell =[]
Si x, e[l , entonces

S0 - f(x) _ f(0)-1

X=X, X=X,

D" f(x))=0, D, f(x)) ==, D" f(x)) =0, D_f(x,)=0

Si x, el =UJ , entonces

S -f(x%) _ @)

X=X, X=X,

D+f(x0) = OO, D+f(x0) = 05 Dif(xo) = 09 fo(xo) =—
Ejemplo 5: Sea f:[J — [ la funcion definida por
1
f)=x° .
Entonces

1

f)=f(0) _x _

1
x—0 X % .

X
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Por lo tanto,

D' f(0)=D,f(0)=D f(0)=D_f(0)=c0

Df(0)=D f(0)=c.
Sin embargo, f no es diferenciable en x =0 (En este caso se dice que f'(0) existe en [] *
y f'(0) = ) (Gelbaum, 2003).

Propiedades: Sean f,,f,:[a,b] >0y xe[a,b]. Las siguientes desigualdades son

verdaderas, siempre que las sumas sean posible
1.
2.
3.

S

D(£,(x)+ £,(x)) < Df,(x)+ Df ()
D(£,(x)+ £,(x)) = Df,(x)+ Df, ()
D(f,(x)+ £,(x)) 2 Df; (x)+ Df,(x)
D(f;(x)+ £,(x)) < Df,(x) + D, (x)
D(£,(x)~ £,(x)) < Df,(x)=Df,(x)
D(£,()- f,(x)=

D(f;(x)= £,(x)) 2 Df;(x) = Dfo()
D(f,(0)~ f,(x))=

> Df,(x)~Df,(x) 2 D(f,(x) - f,(x))

Df,(x)=Df,(x) 2 D(£,(x) - £,(x))

Mas atlin, si x < b, se pueden reemplazar D y D por D'y D, respectivamente, en todas las

desigualdades y; si x > a, se pueden reemplazar D y D por D"y D_, respectivamente en todas

las desigualdades.

Todas estas 24 desigualdades se deducen de las 8 desigualdades de los limites inferiores y

limites superiores (Natanson, 2016), (Orchinnikov, 2013).

9. Suponga que f, — f, es creciente en[a,b] , entonces

Df(x)2Df,(x) y Df;(x) = Df,(x)

para todo x € [a,b] .

*Si a<x<b,

desigualdades.

*Si a<x<b,

desigualdades.

se pueden reemplazar

se pueden reemplazar

D

D por D"y D_, respectivamente en estas

D por D'y D, respectivamente en estas
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10. Si £, tiene derivada por la derecha en x, entonces

D' (f(0)+£,(0)=D" /() + f;'(x+)
D, (f(x)+ £,(x)) =D fi(x)+ f,'(x+)

11. Si f, tiene derivada por la izquierda en x, entonces

D™ (/i) + fo(x)) = D™ f;(x) + f; '(x-)
D_(f,(x)+ £,(x))=D_f,(x)+ f,'(x-)

Dada una funciéon f :[a,b]—)D , se puede definir la funcion g:[—b,—a]—)D por
g(x)=—f(—x). Larelacion entre las derivadas de f(x), —f(x), f(-x) y —f(—x) sonlas

siguientes

i. D'(~f(x))=-D,.f(x), D,(~f(x))==D"f(x)
ii. D*(f(=x))=-D_f(x), D,(f(=x))==D"f(x)
iii. D*(~f(=x))=Df(x), D,(~f(-x))=D_f(x)

En las identidades anteriores se pueden intercambiar los signos +y — en la letra D.

También se tiene

iv. D(-f(x)=Df(~x)=-Df ()

v. D(=f(x))=Df(-x)==Df (x)

vi. D(=f(-x))=Df(x) . D(-f(-x))=Df (x).

Aqui se sobre entiende; por ejemplo, que D, (— f (—x)) denota la derivada inferior por la

derecha de la funcion g(z) =—f(—x) conrespectoa z enel punto z=—x.

Teorema 4: Sea f :[a,b] -0 unafunciony xe[a,b] .Si Df(x,) y Df(x,) sonambos

finitos, entonces f es continua en Xx,.
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Demostracion:

Sea M =max {|Bf(x0)

>0 tal que

D f (x0)|} elJ . Luego por la definicion de estas derivadas, existe un

RYPPACIRIAC DYy
X=X,

Paratodo xe(x,—&,x,+&)N[a,b], x#x,.Por lo tanto

<M

X=X,

‘ﬂm—ﬂ%)

£ =S ()| < M [x—x,
para todo x € (x,—¢&,x,+¢&)N[a,b]. Esto implica que / es continua en x, .

Teorema 5: Sea f :[a,b]— [ una funcion continua. Entonces f es creciente en [a,b] siy

solo si D*f(x)>0 paratodo x e (a,b).

Demostracion:
Suponga que f es creciente en [a,b] , entonces el cociente
fW-1®
y—Xx

paratodo x,ye [a,b] . Por lo tanto, D" f(x)>0 paratodo x € (a,b) .

Suponga que D" f(x)>0 paratodo x e (a,b). Suponga que existen z,,z, €(a,b) tal que
z,<z,y f(z,)> f(z,),entonces existe un a con f(z,)>a > f(z,) yalgunos puntos ¢t €(z,,z,)

tal que f(¢)>a (yaque escontinuaen [zl,zz] ). Sea

e=sup{re(z,z,): f(1)>a}

Obviamente, ¢ e€(z,,z,) y, por la continuidad de £, se tiene que f(¢)=«a . Luego, para

todo t €(¢&,z,) , se tiene que
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fO-1e) _fO-fla)_,

t—¢ t—¢

Porlotanto, D" (&) <0,loqueesunacontradiccion. Porconsiguiente f* escrecienteen [a,b] .

Suponga ahora que D* f(x)>0 paratodo x€(a,b) ysea £>0.

Entonces

D' (f(x)+ex)=D"f(x)+&2£>0

Para todo xe(a,b). Luego, por lo probado anteriormente, se tiene que f(x)+&x es

creciente en [a,b] paratodo &>0 . Esto implica que f es creciente en [a,b] .

Observacion:

1. Como D, f(x)<D"f(x) el teorema anterior es verdadero si D* f(x)>0 se reemplaza
por D, f(x)=0 .

2. El teorema anterior sigue siendo verdadero si se reemplaza la desigualdad D" f(x)>0

por D f(x)=0. Solo es necesario tomar

e=inf{te(z,z,): f(t)<a}

3. En la modificacion dada en (2) también se puede reemplazar D f(x)=>0

por D f(x)>0. Como wuna consecuencia se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 6: Sea f : [a,b] — [J una funcion continua. Entonces, f* es creciente (decreciente)

en [a,b] si y solo si cualquiera de las cuatro derivadas de Dini de f es no negativa

(respectivamente no positivo) en (a,b).

Corolario 1: Sea f: [a,b] — [ una funcion continua. Si una de las cuatro derivadas de
Dinide f esmayor oigual aceroen (a,b),entonces lo mismo es cierto para las otras tres
derivadas de Dinide f en (a,b).

Teorema 7: Sea f :[a,b]— [ una funcion continuay k>0 .Si D" f(x)>—k paratodo

x €(a,b), entonces
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fO)-1@ .,
b—a B

Donde D" f(x) representa cualquiera de las cuatro derivadas de Dini de f .

Demostracion:

Como D’ f(x)>—k paratodo x €(a,b), de las propiedades de las derivadas de Dini se tiene

que

D*( f(x)+kx)>0 para todo xe(a,b)

Luego, por el Teorema 6, la funcion f(x)+kx es creciente en [a,b] . Por lo tanto
f(b)+kb> f(a)+ka

De donde

fB)-f@
b-a
Observacion: Sea f': [a,b] — [J una funcidén creciente (decreciente) y defina la funcion

g: [—b, —a] — [ por g(x)= f(—x).Entonces g esuna funcion creciente (respectivamente

decreciente).

Ademas, por las propiedades de las derivadas de Dini, se tienen que
D g(x)=D,f(-x)y D'g(x)=D" f(-x)

paratodo x e [—b,—a] .

Teorema 8: Sea f : [a,b] — [J unafunciéon mondtonay continua. Entonces D* f(x) < D_f(x)

c.t.pen [a,b] ; es decir, {x € (a,b) D f(x)< D*f(x)} es un conjunto de medida cero.

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que f es creciente (si f es decreciente, tome
—f en la demostracion). Las cuatro derivadas de Dini de f son no negativas en (a,b).

Sean 0<r <R y considere el conjunto

VrR:{xe(a,b):D_f(x)<r<R<D+f(x)}
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V* puede ser cubierto por una sucesion {(an’k,bn,k )}w,l de intervalos abiertos disjuntos dos
a dos (an,bn)c (a,b) ,tal que

i -a, <%(b—a)

n=1

n?

(Van Rooij,1982). Aplicando este resultado a la restriccion de f* en el intervalo [a b ]

puede afirmar que el conjunto V" N(a,,b,) se puede cubrir por una sucesion {(an,k,bn,k )}w_l de

intervalos abiertos disjuntos dos a dos, (a,,.b, ) (a,.b,), tal que

kzz;(bn,k _an,k) S %(bn _an)
Por consiguiente,
0 0 0 2
> Y (b—a,,)< > —(b,~a)=" Z (b,~a,)<—(b-a)

n=l k=1

Asi, siguiendo este proceso inductivo, se puede cubrir el conjunto V¥ por una sucesion de
intervalos abiertos disjuntos dos a dos, cuya longitud total es menor o igual que ( j (b—a),

para todo ntimero natural n . Esto implica que V" es un conjunto de medida nula, ya que

lim(ij —0 .
n—o R

Por otro lado, como

{xe(a,b) D f(x)<D f(x)} { rReD+r<R}

Y la unién enumerable de conjuntos de medida cero es un conjunto de medida cero, se tiene

que el conjunto {x e(a,b):D_f(x)< D*f(x)} es de medida cero.

Teorema 9: Sea 1 : [a, b] — [J una funcién monétona continua. Entonces, D™ f(x) < D, f(x)

c.tp en [a,b] vy, porlo tanto, las cuatro derivadas de Dini de f* son iguales c.t.p en [a,b].

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad se supondra que f* escreciente. Definala funcién g :[-b,—a]— [

por g(x)= f(—x) . Entonces g es una funcion creciente y por las propiedades de las
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derivadas de Dini, se tiene que

D g(-x)=D,f(x) y D'g(-x)=D"f(x)

Ademas, por el Teorema 8, D" g(—x) <D _g(-x) c.tpen [a,b]. Luego,

D f(x)=D"g(—x)<D g(-x)=D, f(x) ctpen [a,b] .
Asi pues

D f(x)<D,f(x) ctpen [a,b] .

Nuevamente, por las propiedades de las derivadas de Dini y el Teorema 8, se tiene que

D f(x)SD f(x)<D,f(x)<D" f(x)<D_f(x) ctpen [a,b].
de donde

D f(x)=D f(x)=D,f(x)=D"f(x) ctpen [a,b] )
ya que la union finita de conjuntos de medida cero es un conjunto de medida cero.

En el Teorema 9 no se ha probado que las funciones mondtonas y continuas son diferenciables

c.t.pen [a,b] . Para esta afirmacion se necesita el siguiente teorema.

Teorema 10: Sea 1 : [a,b] —[J una funcion monotona y continua. Entonces

A:{xe(a,b):D+f(x):oo}
es un conjunto de medida cero.

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que f es creciente. En efecto, para cada
nel defina el conjunto 4= {x €(a,b): D" f(x)> n} -Luego, A= 4, ycada 4, puede

0
ser cubierto por una sucesion {(an i»b, k)} de intervalos abiertos disjuntos dos a dos
A7) )k

(an’k,bnvk) c (a,b) de longitud total i(bn’k —an’k) <

k=1

(f(b)— f(a)) (Van Rooij, 1982).

I |~

Luego, como liml(f(b) — f(a))=0, setiene que m(A)=0 .Asi,
n—x0 n
0<D'f(x)<o,ctpen[ab].
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Teorema 11: Sea f: [a,b] — [ una funciéon monotona y continua entonces f es derivable

ctpen [a,b].

Demostracion:

Por los Teoremas 9 y 10, las cuatro derivadas de Dini son iguales y diferentes de too c.t.p

en [a,b] Esto implica que f es derivable c.t.pen [a,b].

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
En esta seccion se probara que una funcioén se puede recobrar como una integral indefinida

de una de las derivadas de Dini.

Teorema 12: Sea f:[] —[] una funcién continua tal que |D+ f (x)| <o paratodo xell .

Entonces

[[ D' fde< fB)-f@)<] D' f(x)d

para cada intervalo [a, b] de [ ,donde las integrales son las integrales inferiores y superiores,

respectivamente, de Riemann.

Demostracion:

Sea P ={x,,X,X,,....x,} una particion del intervalo [a,b] ysea [, =[x_.,x],i=12,.,n.

Denote

m[:inf{D+f(x):xeli} y M[:sup{D+f(x):xell.}

entonces m, < D" f(x)< M, ,paratodo x € I,. Tome
g(x)=f(x)=mx y h(x)=f(x)-Mx

Por las propiedades de las derivadas de Dini se tiene que

D'g(x)=D"f(x)-m, 20y D"h(x)=D"f(x)-M, <0

para todo xe(x, ,,x;) . Luego, por el Teorema 6, la funciéon g, es creciente en [, y la

funcion £, es decreciente en /; . Esto implica que
f(xi—l) —mXx S f(xi) -mx; 'y f(xi—l) -Mx,_, =2 f(xi) —Mx,
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De donde
S-S
l X =X, :

Paratodo i=1,2,...,n. Esto implica que

L(D*f,P) = Zn:mi(xl.,xl.fl) < Zn:(f(x,)—f(xifl)) < iMi(xl.,xH)
Por consiguiente

| D e < 6= f@)< [ D" fxdx

Corolario 2: Sea f:[J —[] una funcion continua. Si D" f(x) es Riemann integrable en

todo intervalo [a,b] de [ , entonces

[ D f(ydx =1 (b)- f (@)

Teorema 13: Sean f,g:[J —[J funciones continuas tales que |D+ f (x)| <oy |D+ g(x)| <0

paratodo x e[l . Si D' f(x) = D"g(x) paratodo x €[] , entonces existe una constante C tal

que f(x)=g(x)+C ,paratodo xel] .

Demostracion:

Por las propiedades de las derivadas de Dini, se tiene que
0=D"f(x)=D"g(x)< D" (f(x)-g))=D"((f-g)x))
0=D"g(x)-D"f(x)< D" (g(x)- f(x))=D"((g~ 1))

para todo x e[ . Luego, por el Teorema 6, las funciones f—g y g— f son crecientes en
1, lo que implica que f —g es una funcion constante. Por consiguiente, existe una constante C

tal que f(x)=g(x)+C paratodo xell .

CONCLUSIONES

1. Las cuatro derivadas de Dini de una funcion existen en [l *=[] U {—oo,oo} , sin embargo,

ellas pueden ser iguales en un punto sin que la funcion sea diferenciable en ese punto. Tome por
1
ejemplo la funcion f(x)=x*y x,=0 .

2. Una funcién [ es diferenciable en x, si las cuatro derivadas de Dini de f en x, son
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iguales y finitas.

3. Dada wuna funciéon mondtona  f:[1 —>[] , entonces el conjunto
Dis(f )={xeD : f es discontinua en D} es a lo sumo enumerable, sin embargo

Ndif (f)= {x ell : fno es diferenciable en [] } es un conjunto de medida cero. (Kharazishvily,
2018)

4. Una funcién continua f:[a,b] >0 es creciente (decreciente) en [a,b] si y solo si

cualquiera de las cuatro derivadas de Dini es no negativa (respectivamente no positiva) en (a,b).
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